LA PALA EN MOVIMIENTO


IntroducCion


Este capitulo desarrolla los siguientes temas:.


- estudio simplificado del aleteo vertical consecutivo a un comando de paso ciclico 


expresion de los momentos aplicados sobre el eje de aleteo (debidos a la rigidez de las fijaciones y de las fuerzas centrifugas y aerodinamicas). Ecuacion del movimiento de la pala.


Frecuencia propia de aleteo y constante de amortiguamiento.


Inclinacion de la trayectoria de la pala y desfazaje del movimiento en relacion al comando de paso.


Aplicacion a diversos tipos de cabeza de rotor. Relacion K.


- introduccion al aleteo de arrastre, calculo del angulo de arrastre.


- calculo de las deformacion de una pala en torsion y en flexion, en regimen continuo de rotacion


formulas de base para el calculo. Coeficientes de torsion y de flexion.


principios del calculo de las deformaciones 


expresion de los momentos tomados en cuenta. Comportamiento de los calculos.








































































































El paso ciclico y el aleteo vertical 


La aplicacion de un paso ciclico a un rotor crea una modulacion del angulo de paso alrededor de su valor nominal correspondiente al vuelo estacionario. La variacion de la incidencia resultante es practicamente sinusoidal en funcion del angulo de rotacion de la pala. Por ejemplo para el rotor de adelante (o para un monorotor) :


		(i1 =  ((m1.cos((-(1)


Donde:  ((m1 es la variacion del paso ciclico (la excursion total de incidencia sobre una vueltas vale 2((m1)


        ( es el angulo de la pala en relacion al eje longitudinal Ox


        (1 define el eje de referencia de paso ciclico (direccion donde el paso vale (0 + ((m1 )


	(el paso es maximo sobre la izquierda del aparato para un (1 negativo y ((m1 positivo,


	el signo de ((m1 esta determinado por el sentido de la inclinacion del plato ciclico).


Estas variaciones de incidencia modifican las fuerzas de portancia en el curso de la rotacion, generando un movimientos de aleteo vertical ciclico en razon de la flexibilidad de las palas y/o de las fijaciones. Teniendo cuenta de la inercia de las partes mobiles, este movimiento de aleteo no esta en fase con las fuerzas que lo engendran: en particular, la extremidad de la pala no alcanza su posicion mas elevada sobre el plano de base del rotor, en el momento donde la incidencia pasa por su valor maximo, sino con un cierto retardo.


El aleteo se traduce por tanto, en un movimiento ciclico de la extremidad de la pala por una parte, y en una superficie conica descrite por la pala en estacionario.


Su amplitud es proporcional a ((m1 y su fase esta retardada un angulo de rotacion ((), cerca de 90°, en funcion de la modulacion de paso, esto es:


		(hp =  k.((m1.cos((-(1-()


El capitulo siguiente provee la explicacion de este fenomeno y el calculo de los valores de k y de (.


Estudio simplificado del aleteo vertical


Présentacion e hipotèsis :


El aleteo vertical consiste en un movimiento de pivoteo del conjunto de la pala y del porta-pala asociado al rededor de un eje horizontal situado en A, punto de fijacion de ambas sobre la cabeza del rotor.


Se supone que la pala esta casi rectilinea en vuelo estacionario y que guarda esta forma en el curso del movimiento de aleteo vertical (pala asimilada a un solido indeformable).


Se considera el caso de una pala de longitud (Lp) y de masa (mp), fijada en B sobre un porta-pala de longitud (Lq) y de masa (mq), asticulada libremente en su otro extremo (punto A) sobre un brazo solidario al arbol del rotor. El eje de aleteo vertical esta definido como el eje que pasa por A, perpendicularmente al eje del rotor, y al eje de paso simultaneamente. Una hoja de resorte en flexion puede ser asociada a la articulacion para hacer mas rigida esta ultima


El conjunto constituido por la pala y su porta pala se considera como un solido compuesto indeformable, de longitud (Lq+Lp) y de masa (mq+mp).


�


La posicion de la pala en aleteo vertical esta por tanto enteramente definida por el angulo de elevacion de la pala (() en A. El sentido positivo de rotacion es comun a los momentos y a los angulos.


Para fines de este estudio, se examinaran otros modos de sujecion de la pala sobre el arbol del rotor y se indicaran las modificaciones a efectuar al nivel de las formulas de aplicacion.


Ecuacion fundamental de la dinamica para un cuerpo en rotacion:


Para un cuerpo indeformable que pivota alrededor de un eje fijo que pasa por A, se escribe:


		(MA = IA.d2(/dt2


donde :	(MA es el momento alrededor de un eje en A, de todas la fuerzas actuando sobre el cuerpo.


	IA  es el momento de inercia del cuerpo en relacion a este eje


	d2(/dt2 es la aceleracion angular del cuerpo en rotacion alrededor del eje.


El momento resultante alrededor de este eje, es la suma de los momentos debidos a las fuerzas centrifugas, a las fuerzas de flexion y a las fuerzas aerodinamicas ejercidas sobre la pala y el portapala.


El momento de inercia IA esta definido por la suma de los momentos elementales, calculados a lo largo del conjunto portapala mas la pala :


	   IA = (0Lq+Lp dm.(2	dm es el elemento de masa situado a la distancia ( del punto A.


Para una pala y portapala homogenea, de seccion constante, y de masa mq y mp respectivamente, la integral se divide en dos partes:


	IA  = mq/Lq.(0Lq (2.d( + mp/Lp.(LqLq+Lp (2.d(


Siendo	IA  = mq.(Lq2 )/3 + mp.[(Lp2 )/12 + (Lq+Lp/2)2 )]


	(resultado que se puede econtrar directamente por el teorema de Huyghens)


Momento en A de las fuerzas centrifugas :


La fuerza centrifuga (dfc) actuando sobre un elemento en rotacion de masa dm es perpendicular al eje del rotor. Para un rotor que gira a velocidad angular (, su valor en el radio (d+() es:


	dfc = dm.(2.(d+()


�


El momento en A de esta fuerza es:


	dmc = -dfc.h		con h = (.tg(() siendo h = (.( para pequeños angulos (en radianes)


De donde :	dmc = -dm.(2.(d+().(.( =  -dm.(2.(.(d.( +(2)


La suma de los momentos a lo largo del conjunto portapala mas pala es por tanto:


	McA = -(2.(.[d.(0Lq+Lp dm.( + (0Lq+Lp dm.(2 ]


Se reconoce, en la segunda integral, la definicion del momento de inercia (IA) del solido en A.


La primera integral se llama momento estatico de la pala en A : (SA).





  McA = -(2.(.(IA + d.SA)


Donde 	





Un calculo analogo al calculo del momento de inercia para una pala y portapala de seccion constante proporciona:


	SA  = mq/Lq.(0Lq (.d( + mp/Lp.(LqLq+Lp (.d( =  mq.Lq/2 + mp.(Lq+Lp/2)


Momento en A de las fuerzas elasticas de flexion :


Se admite que el momento ejercido en A sobre la pala por el arbol del rotor (considerado como muy rigido), por medio de la hoja de resorte de relacion, es proporcional al angulo (, en tanto que se permanezca en el dominio de las deformaciones elasticas:


 MfA = -Kf.(











Kf es la constante de flexion de la hoja resorte)





Remarque : el momento opuesto (aplicado por el resorte a su empotramiento) constituye el unico momento resentido por el helicoptero segun el eje de aleteo vertical, en A. (pero no se olvide la resultante de las fuerzas centrifugas y aerodinamicas para completar la descripcion del torseur de aleteo vertical y notablemente para el calculo del momento en O).


Momento en A de las fuerzas aerodinamicas:


A partir del angulo de paso nominal ((0) que asegura el vuelo estacionario, (igual, en estas condiciones, al angulo de incidencia nominal i0), se introduce una modulacion de paso (((c), comandada por el paso ciclico, tal que: ((c =  ((m.cos((-(1), con ( = (t


Para simplificar los calculos, sin reducir el alcance, se coloca el eje de referencia en la direccion donde el paso es maximo, lo que entraña (1 = 0. Donde:


	((c =  ((m.cos((t), siendo esto en notacion compleja: ((c =  ((m.e j(t 


Bajo el efecto de una tal modulacio de paso, la presion aerodinamica varia, entrañando el aleteo ciclico vertical de la pala. La direccion de la velocidad instantanea de un elemento de pala no esta mas fijo, y perpendicular al eje rotor, sino que gira un pequeño angulo bajo el efecto del desplazamiento vertical de la pala (pero el modulo de la velocidad sera considerado constante).


�


Este angulo adicional ((ib) constituye una modulacion del angulo de incidencia por el aleteo, tal que:


		(ib ( 	tg((ib) = -(dh/dt)/((.r)


Sea  :		(ib  = -(.(d(/dt)/((.r)


O de nuevo 	(ib  =  -(r-d).(d(/dt)/((.r)


La modulacion total del angulo de incidencia se escribe entonces: (i  =  ((c -(ib 


Siendo :		(i  =  ((c -[(d(/dt)/(].(r-d)/r


La fuerza aerodinamica aplicada al elemento de pala de longitud dr es :


	dfa  =  ½ (.(lc.dr).((.r)2.CZ  	   donde lc es la longitud de la cuerda de la pala.


�


El momento elemental aerodinamico al centro de pivoteo de la pala (A) es por tanto:


	dma  = ½ (.lc.(2.CZ.r2.(r-d).dr


Nota : considerando que el portapala no enegendra ninguna portancia aerodinamica, el momento global en A sera obtenido por integracion entre los limites siguientes: d +Lq < r < d +Lq + Lp


Introduciendo la variable reducida:	x  =  r/R y poniendo km = ½ (.lc.(2.R4, se puede escribir:


	dma  = km.CZ.x2.(x-d/R).dx


Interesan aqui las variaciones de dma alrededor de su valor nominal, es decir los efectors de pequeñas diferencias (i en relacion a i0 en estacionario, lo que se puede escribir:


	((dma) = [d(dma)/di]0.(i


con	d(dma)/di  = km.[dCZ/di].x2.(x-d/R).dx    (Cz es el unico termino dependiente de i)


El crecimiento del momento aerodinamico, bajo el efecto de la modulacion de paso es por tanto:


	((dma)  =   km.[dCZ/di].x2.(x-d/R).dx.{((c -[(d(/dt)/(].(x-d/R)/x}


Desarrollando, se puede dividir ((dma) en dos partes:


	((dma)1 = km.[dCZ/di].x2.(x-d/R).dx.((c


	((dma)2 = (km/().[dCZ/di].x.(x-d/R)2.dx.(d(/dt)


Se remarca aqui que la primera parte representa sencillamente la variacion del momento aerodinamico que se obtendria en ausencia del aleteo


La variacion del momento aerodinamico global al centro de rotacion de la pala se obtiene por suma a lo largo de la pala. Se definen ahora las dos sumas siguientes.:


	S1  = (XmXM [dCZ/di].x2.(x-d/R).dx	con xm  =  (d+Lq)/R   y xM  =  rmax/R


	S2  =  (XmXM [dCZ/di].x.(x-d/R)2.dx


Al paso, se remarca que S1 /S2 ( 1 y que (S1 /S2) tiende hacia 1 cuando (d) tiende a 0.


De donde el momento global instantaneo en pie de pala:


 ((MaA) = ½ (.lc.(2.R4.[S1.((c -(S2/().(d(/dt)]





Calculo de S1 y S2  :


Anticipando los resultados del estudio, el rotor reacciona a toda modificacion de paso baculando de tal manera que su inclinacion compensa casi exactamente la variacion de paso. Asi, en todo el radio, la incidencia resultante guarda un valor sensiblemente fijo en el curso de la vuelta del rotor, igual a la incidencia inicial en estacionario. De esta forma, las reparticiones de la presion y del viento inducido son invariables. El calculo de S1 y de S2 se efectuara entonces a viento inducido constante. En este caso, las variaciones del angulo de ataque son iguales a las variaciones de incidencia y en tanto que se descanse lejos del punto de fuga del flujo de laminar, se puede escribir, en primer grado :


		dCZ/di  =  dCZ/d(  =  Z1 


De donde	S1  =  Z1.(XmXM x2.(x-d/R).dx


		S1  =  Z1.[x3.(x/4 -d/3R)]XmXM 


Asi como	S2  =  Z1.(XmXM x.(x-d/R)2.dx


		S2  =  (Z1/4).[(x-d/R)3.(x+d/3R)]XmXM 


Sea		S1  =  Z1.[xM3.(xM/4 -d/3R) -xm3.(xm/4 -d/3R)]


		S2  =  (Z1/4).[(xM-d/R)3.(xM +d/3R) -(xm-d/R)3.(xm +d/3R)]


Aqui, xm = (d+Lq)/R. Para mayor precision, se tomara rmax = 0,97R para tener en cuenta la perdida de portancia en la extremidad de la pala, debida a los torbellinos marginales, de donde xM = 0,97.


Este calculo se aplica tambien a las palas torcidas, por que toda la pala pivota un mismo ((c .


La ecuacion final y su resolucion:


Explicitando aqui el teorema fundamental de la dinamica, para pequeñas variaciones (i y (( alrededor de i0 y (0 se puede escribir:


	((MaA) + ((MfA) + ((McA) = IA.d2((/dt2 


	[Kf +(2.(IA +d.SA)].(( + ½(.lc.(.R4.S2.(d((/dt) +IA.d2((/dt2  =  ½(.lc.(2.R4.S1.((c


Se obtiene entonces una ecuacion diferencial de segundo orden con segundo miembro.


La frecuencia propia del sistema es :		(  =  (.( [1 +(Kf /(2 +d.SA )/IA ]


	(siempre superior a ()


El tiempo de respuesta a un escalon ((  es :		(   =  2IA / (½ (.lc.(.R4.S2)


Si interesa solamente el regimen permanentes (eliminando los transitorios), se busca una solucion particular en regimen harmonico, porque ((c es una exitacion harmonica.


Sea :	((c =  ((m.e j(t 	y   (( =  ((m.e j((t-()		(( siendo el retardo de fase sobre (()


Se puede luego escribir: d((/dt = j(.((m.e j((t-() 	y	d2((/dt2 = -(2.((m.e j((t-() .


Llevando sus valores a la ecuacion diferencial se obtiene, despues de simplificar:


	((m /((m = e -j( .[(Kf/(2 +d.SA) + j(½(.lc.R4.S2)] /(½(.lc.R4.S1)


Poniendo	U = (Kf /(2 +d.SA)/(½(.lc.R4.S2) 		 se puede escribit:


	((m /((m = e -j( .(S2 /S1).(U +j)	donde el momento de inercia no interviene


De donde los valores del coeficiente de transferencia k = ((m /((m y de desfazaje ( :





 k  =  ((m/((m  =  (S1 /S2)/((1 +U2 )�
�
          (           =  Arctg (1/U)�
�
Nota 1 : la relacion  (( = ((m.e j((t-(), es decir	 (( = ((m.cos((-(), muestra que cada elemento de pala describe (con una buena aproximacion, en tanto que (0, (( y d/Rmax permanezcan sificientemente pequeños), un circulo situado en un plano inclinado un angulo ((m en relacion al plano descrito por (( = 0. La linea de mas grande pendiente esta desfazada (en retardo) del angulo ( en relacion al azimut de la pala donde el angulo de paso logra su maximo.


Nota 2 : se ve aqui que cuando (d) y Kf tienden a 0, U tiende a 0. (se sabe ya que S1 /S2 tiende luego a 1). En consecuencia ((m /((m tiende a 1 y ( tiende a (/2.


En estas condiciones, la nota 1 permite concluir a la exacta compensacion de la modulacion de la incidencia debida al paso ciclico, para aquella debida al aleteo. La incidencia efectiva permanece entonces constante, igual a su valor nominal (i0), cualquiera que sea el azimut de la pala. La presion aerodinamica es ella misma constante, y el viento de Froude permanece uniforme bajo el rotor, en el mimso radio. Todo pasa como si se hubiera remplazado la modulacion del paso por una inclinacion del rotor de un angulo ((m , a paso constante.


Aplicaciones :


Caso de un brazo rigido articulado al centro O del rotor por un elastomero:


Este caso se puede tratar aproximadamente como un caso particular del caso precedente, colocando el punto A en O, es decir haciendo que d = O. Lq y mq son luego respectivamente la mitad de longitud y la mitad de masa del brazo que conecta las dos palas.


- Momento de las fuerzas centrifugas en O : este momento se reduce a 


	(McO = -(2.(.IA


IA es aqui el momento de inercia en O, del solido compuesto por la pala y un semi-brazo rotor


- Momento de las fuerzas de flexion:


	((MfO)  =  - Kf.((


	Kf es aqui la mitad de la constante de flexion en O, de un brazo completo.


- Momento de las fuerzas aerodinamicas: el momento aerodinamico en O, sobre el eje del rotor, se calcula haciendo d = 0, lo que conduce a:


	S = S1 = S2 = Z1.[xM4 -(Lq/R)4]/4


	((MaO) = ½ (.lc.(2.R4.S.[((c -(d((/dt)/(]


Se constata luego que la ecuacion diferencial final (et tout ce qui en découle) deriva de la ecuacion diferencial ya resuelta, haciendo d = 0 y remplazando S1 y S2 por S. Se obtiene entonces el valor siguiente de U :


	U  =  Kf /( ½ (.lc.(2.R4.S)


Caso de un brazo rigido utilizando unicamente la flexibilidad de la pala:


- El pie de pala esta fijo rigidamente a la extremidad del semi brazo de longitud (d) solidario al rotor. En este caso, solo la pala se flexiona, y el punto de pivoteo en aleteo vertical es un punto virtual A, situado a una distancia (de) del eje del rotor, superior a (d). (zona de flexion maxima de la pala)


El valor de (de-d) depende del regimen del rotor (() y de las caracteristicas de la pala (masa, longitud y flexibilidad). (remarque : poner aqui la ley ! trouver la loi !)


Se considera aqui una pala rectilinea, indeformable, de longitud (Lpe), un poco mas corta (y mas ligera) que la pala real (Lp) tal que : Lp -Lpe = de-d


�


- Momento de las fuerzas centrifugas:


	(McA = -(2.(.(IA + de.SA)


IA y SA son respectivamente el momento de inercia y el momento estatico de la pala equivalente en A.


Una expresion de IA es : 	IA  =  (mq/Lp).Lpe3/3


La expresion de SA es :	SA  =  (mq/Lq).Lpe2/2


- Momento de las fuerzas de flexion:


	((MfA)  =  -Kf.(( 	Kf es la constante de flexion en A


- Momento de las fuerzas aerodinamicas: el momento aerodinamico en A, a la distancia d del eje rotor, se calcula remplazando (d) por (de), y haciendo Lq = 0. La expresion final del momento queda sin cambio utilizando (de) en lugar de (d) en el calculo de S1 y S2.


	((MaA) = ½ (.lc.(2.R4.[S1 .((c -(S2/().(d((/dt)]


La forma de la ecuacion general dinamica queda sin cambios, despues de la sustitucion de (de) por (d). Esto conduce entonces a remplazar igualmente (d) por (de) en la expresion de U.


Influencia de la posicion de la rotula superior del plato ciclico (enlace o conexion K) :


El estudio del plato ciclico muestra que el aleteo vertical modifica el angulo de paso dado que la rotula de la palanca de comando de paso en el pie de la pala no esta situada exactamente a plomo del eje de aleteo vertical. La variacion inducida de paso es :


		((i = G(.((


G( es aqui una constante cuyo valor se aproxima a :  G(  ( -(/m	 (factor K)


	donde ( es la diferencia enrte la rotula y el eje de aleteo vertical cuando ( = 0


	    m es la distancia de la rotula al eje de paso.


Para tomar en cuenta este caso, se efectua sencillamente en el parrafo que trata del momento de las fuerzas aerodinamicas, remplazando sistematicamente el termino ((c por (((c +((i), es decir, por : (((c + G(.(()


Aqui se introduce un termino suplementario al primer miembro de la ecuacion diferencial general del sistema que conduce a nuevos valores de la frecuencia propia (() y de la cantidad U :


		(  =  (.( [1 +(Kf/(2 +d.SA -½(.lc.R4.S1.G()/IA]


		U = (Kf /(2 +d.SA)/(½(.lc.R4.S2) -G(.S1 /S2


Las expresiones de (, k y de ( quedan sin cambio.


El efecto global es una reduccion de k y de ( para ( >0


Efecto de la conexion o enlace K :


Para tomar en cuenta la diferencia horizontal entre la rotula de comando de paso de pala y el eje de aleteo vertical, hace que se tengan que modificar ligeramente la frecuencia propia de aleteo y el valor de U (ver capitulo precedente).


Las expresiones de (, kh y de (h quedan sin cambio.


El efecto global es una reduccion de kh y de (h para ( >0, entones las consecuencias son:


- una muy ligera reduccion de la inclinacion del plano del rotor consecutiva a un comando de paso o a una perturbacion (rafaga de viento lateral por ejemplo). Este efecto actua como una especie de contrareaccion que reduce las consecuencias de las rafagas, (efecto considerado como marginal).


- una rotacion del eje de inclinacion del rotor en el sentido contrario al sentido de rotacion de las palas. En el caso del vuelo horizontal, hacia adelante por ejemplo (ver estudio de los comportamientos dinamicos), este fenomeno entraña una inclinacion lateral contraria a aquella producida por la conicidad y por el deficit de velocidad de Froude por delante del rotor. Se puede ajustar G( de forma que compense sus dos efectos y evitar la Barrena inducida en el vuel horizontal.


Introduccion al aleteo de arrastre


La introduccion de un paso ciclico produce una inclinacion de la trayectoria de los elementos de la pala en relacion al plano normal al eje rotor (plano de rotacion). Esto resulta en aceleraciones angulares de la pala en rotacion Il en résulte des accélérations angulaires de la pale en rotation pudiendo necesitar una articulacion de la pala en arrastre.


�


Momento de arrastre en A debido a las fuerzas centrifugas:


El eje rotor (O) es perpendicular al plano de la figura. Sea A el centro de la articulacion de arrastre de la pala y G su centro de gravedad. La derechas AG esta enmarcada por el angulo ( que hace con la direccion OA (direccion del brazo de la cabeza rotor que porta la pala).


Se supone conocido el resultado siguiente: el torseur de las fuerzas centrifugas que actuan sobre la pala puede reducirse a una fuerza fc portada por el eje OG, de valor (mp.(2.OG), mp siendo la masa de la pala. El momento en A de esta fuerza centrifuga se escribe entonces:


	McA = -fc.AH = -mp.(2.OG.AH


Donde AH es la distancia (orientada) de A al segmento OG. AH y ( son del mismo sentido y sont de même sens et cuenta positivo si se orientan en el sentido de rotacion. (aqui AH es negativo y el momento es positivo).


Se puede remarcar que OG.AH representa el doble del area del triangulo OAG afetado de un signo que depende de su posicion en relacion al eje OA. En este mismo triangulo, se podra escribir OG.AH = OA.PG, P es la proyeccion de G sobre OA. (PG esta orientado como AH).


De donde 	McA = -mp.(2.OA.PG


Sea 	 :	McA = -mp.(2.e.(.sin(	donde ( es la distancia de G a la articulacion de aleteo.


Remarque : mp.( es tambien el momento estatico de la pala en A


Aplicacion : equilibrio de la pala en ausencia de paso ciclico bajo la accion de las fuerzas de arrastre y de las fuerzas centrifugas.


Se define el eje longitudinal de referencia de la pala como el eje que pasa por A, paralelo al borde de ataque.


�


La posicion angular de la pala en arrastre sera enmarcada por el angulo (‘ entre la direccion del brazo del rotor que soporta la pala (OA) y el eje de referencia de esta ultima.


Se introduce la distancia x entre el eje longitudinal referencia y el centro de gravedad: (x es positivo si G esta hacia el borde de ataque). El angulo (u) entre AG y el eje de referencia, vale entonces:


	u ( tg(u) = x/(


El angulo (‘ en el equilibrio esta definido por (para angulos pequeños) :


	(‘   =    ( -u   =  -x/( +MaA/((e.mp.(2) =  -[ x +MaA/(e.mp.(2]/(		(en radianes)


	MaA es el momento de las fuerzas aerodinamicas evaluado en A (en valor absoluto).


	x = (xa -xg), donde xa y xg son las distancias respectivas de los puntos A y G al borde de ataque.


Aplication a tabular: se pone:


	x = (Cg-Ar)*lp


	( = (Rmax-e)/2  		donde: 1/(=2/(Rmax-e)


	MaA = AL98


Sea 	(‘ =	2/(Rmax-e)*((Cg-Ar)*lp- MaA/e/mpr/omega^2)/cc (en degrés)


O		2/(Rmax-e)*((Cg-Ar)*lp- MaA*(e*mpr*omega^2)/cc (en degrés)





Torsion Y flexion de las palas en régimen estacionario


Introduccion


En toda configuracion de vuelo, las palas de un rotor son sometidas a un conjunto de fuerzas distribuidas sobre toda su longitud : fuerzas aerodinamicas, fuerzas centrifugas, pesantez.


Para lo que concierne a las fuerzas aerodinamicas por ejemplo, un pequeño segmento de pala comprendido entre dos planos de seccion recta esta sometido a un torseur que se puede reducir a una fuerza de portancia mas un par, (generalmente de picado), aplicado segun el eje que pasa por el centro aerodinamico de la seccion.


Las fuerzas de portancia van a provocar la flexion de la pala, en tanto que el par va a producir una torsion.


A fin de poder calcular las deformaciones sufridas por una pala bajo los efectos de estas diversas fuerzas y pares, se introduce de entrada los principios del calculo, luego se daran las formulas aplicables al calculo numerico.


Torsion


Formula de base para la torsion


Se trata de encontrar el angulo de torsion de un segmento de pala al par de torsion aplicado entre sus extremidades.


�


Un segmento homogeneo de longitud (r, sometido a un par de torsion (C), (dos pares exteriores opuestos aplicados cada uno a una extremidad), se tuerze un angulo (( tal que :


		((  =  (r.Ct.C


El angulo de torsion ((, entre las dos cuerdas extremas crece proporcionalmente al par aplicado, y a la longitud del segmento sometido a la torsion.


Ct es el coeficientes de torsion de la seccion de pala en el punto considerado. Su valor esta ligado a las caracteristicas geometricas de la seccion (forma, dimensiones) y a los materiales utilizados. Puede variar, segun la posicion de la seccion a lo largo de la pala. Notese que se utiliza tambien el coeficiente inverso 1/Ct.


Ct puede expresarse en rad/(N.m2) o en grados/(N.m2).


Principio del calculo de la deformacion de la pala en torsion


La pala esta dividida en N segmentos de la misma longitud ((r), notados de 1 a N.


(r = lp/N donde lp es la longiud de la pala comprendida entre su extremidad (punto PN) y el eje de aleteo de arrastre (P0).


El segmento i se extiende entre el punto Pi-1 y Pi.


�


Las fuerzas al origen de las torsiones sufridas por la pala son sobretodas las fuerzas aerodinamicas y centrifugas. Estas acciones pueden ser analizadas si se conocen los momentos ejercidos por las fuerzas alrededor del eje longitudinal de torsion de la pala (direccion paralela al eje de paso).


Sea Ci el par global ejercido en Pi  : Ci es la suma de los elementos de par desarrollados sobre los segmentos j situados detras de Pi , (i.e. para i < j ( N).


	Ci  =  (j=i+1N (cj  


De la formula precedente, se tira inmediatamente la relacion de recurrencia siguiente:


	Ci-1  =  Ci +(ci  		con naturalmente :	CN  =  0


Nota : aucun couple d’origine aérodynamique ou centrifuge, engendré sur la partie de la pale située entre l’axe rotor et le segment i, n’est à prendre en compte pour la torsion du segment i. L’extrémité Pi-1 du segment est soumise au couple mécanique résistant exercé par la matière de la pale, (d’où l’équivalence à un encastrement).


L’angle de vrillage (((i) du segment i est obtenu par application de la formule de base pour la torsion, en considérant que le couple moyen appliqué au segment est la moyenne des couples appliqués à ses deux extrémités (Pi-1 et Pi). D’ou la formule :


	((i =  (r.Cti .(Ci-1 +Ci )/2		(la valeur de Cti  est celle du milieu d’intervalle)


Si (i est l’angle caractérisant l’inclinaison de la corde en Pi (par rapport à une référence encore à définir), on écrira la relation de récurrence :


	(i-1  =  (i  -((i 


Finalement, le calcul s’effectue à l’aide du jeu de relations de récurrence suivantes :


	Ci-1  =  Ci +(ci 


	(i-1  =  (i  -(r.Cti .(Ci-1 +Ci )/2


Les calculs démarrent en bout de pale où par définition CN = 0


L’angle (N est donc naturellement pris ici comme angle de référence et fixé à 0


Les calculs sont arrêtés en P0 pour obtenir l’angle (0 représentant l’angle global de vrillage entre pied et extrémité de pale.


Détermination du moment de torsion


Action des forces aérodynamiques :


Le torseur des forces aérodynamiques appliquées à un segment de pale est défini par la résultante des forces (portance et traînée) et le moment de ces forces en un point du profil.


Ce point est généralement placé au centre aérodynamique du profil (A), situé au quart de la corde à partir du bord d’attaque, car le moment qui lui est appliqué dépend peu de l’incidence, dans la plage où le Cz reste une fonction linéaire de l’incidence.


Pour mémoire, on définit le coefficient aérodynamique de moment du profil (Cm) et les éléments de moment (mai , (généralement négatifs car «piqueurs»), sont calculés en utilisant les conditions aérodynamiques régnant au milieu de chaque segment :


	(mai  =  - ½ (.(r.(lci.Vai)2.Cmi


où ( est la masse spécifique de l’air, lci la longueur de la corde, Vai la vitesse apparente de l’air à l’infini amont et Cmi le module du coefficient de moment au milieu du segment.


En omettant les forces de traînée, sans grande influence sur la torsion et la flexion verticale de la pale, on peut représenter le torseur des forces aérodynamiques par une force égale à la portance ((fai ), appliquée au centre aérodynamique A, plus un couple (cai (sans point d’application particulier) de valeur égale à (mai .


�


Action des forces centrifuges :


La force centrifuge appliquée à un segment i de pale est une force (fci passant par le centre de gravité (G) de la section médiane du segment et de direction perpendiculaire à la fois à l’axe du rotor et à la corde. Son amplitude vaut :


	(fci  =  (mi.(2.Rmi 


où (mi est la masse du segment i, ( la vitesse angulaire du rotor et Rmi la distance du milieu du segment à l’axe rotor.


Lorsque la poussée du rotor est nulle, la pale tourne dans le plan perpendiculaire à l’axe rotor et la force centrifuge ne possède aucune composante perpendiculaire au plan de la pale. Mais dès que l’appareil décolle, la pale fléchit vers le haut, faisant apparaître une composante perpendiculaire à l’axe longitudinal de pale ((fcn).


�


( est l’angle entre le segment de pale et un plan perpendiculaire au rotor (voir aussi le calcul de déformée de la pale en flexion). La composante normale de la force centrifuge est alors :


	(fcni  =  (mi.(2.Rmi.sin(()	        (équivalent à (mi.(2.Rmi.( pour les petits angles)


Comme on n’étudie ici que la torsion de la pale, on simplifiera le torseur des forces centrifuges en le réduisant à la composante normale à la pale passant par le centre de gravité du segment.


La figure suivante montre alors les composantes utiles du torseur global pour la torsion.


�


On voit que la composition des forces de portance et des forces centrifuges normales engendre un moment de torsion lorsque G et A ne sont pas confondus. Ce moment est «cabreur» (donc positif) si le centre de gravité G du profil est situé en arrière du centre aérodynamique A (ce qui est généralement le cas) et s’oppose donc à (cai .


Le moment global de l’ensemble, rapporté en un point quelconque de la corde situé à la distance x du bord d’attaque, est alors donné par la formule :


	(mi  =  (mai +(fai.(x -xa) -(mi.(2.Rmi.(.(x -xg )


où xg et xa sont respectivement les distances du centre de gravité et du centre aérodynamiques au bord d’attaque.


L’équilibre en flexion de la pale (voir le chapitre correspondant) s’établit pour des angles ( tels que la différence des modules des forces ((fa -(fcn) reste faible tout le long de la pale et, sans faire beaucoup d’erreur, on peut assimiler l’ensemble de ces deux forces à un couple. Le moment en un point près de A et de G est alors très proche de celui calculé en G, qui vaut :


	(mi  =  (mai +(fai.(xg -xa )


Les (fai sont déjà évalués dans le cadre du calcul de la poussée axiale du rotor. L’utilisation de cette dernière formule simplifie notablement le calcul de torsion de la pale car il n’est pas nécessaire de connaître ( et donc de calculer au préalable la déformée de la pale en flexion.


Remarque : Le calcul de torsion nécessite en fait la connaissance du moment de torsion autour de l’axe longitudinal passant par le centre de torsion de la section (fibre neutre en torsion, proche du centre de gravité). Ceci est une raison supplémentaire de calculer le moment en G.


Organisations des calculs de torsion  :


L’expression retenue pour le couple global de torsion appliqué au segment i est finalement :


	(ci  =  - ½ (.(r.(lci.Vai)2.Cmi  +(fai.(xg -xa )


Dans un premier temps, les calculs aérodynamiques généraux (poussée axiale notamment) sont exécutés sur la pale avec les angles d’incidence définis en statique. Ce calcul aboutit à une première évaluation des angles de vrillage ((mi) du milieu de chaque segment, en prenant comme référence l’angle en pied de pale :


	(mi  =  ((i-1 +(i)/2 -(0 


Ce vrillage est alors ajouté aux incidences statiques et le calcul est repris pour aboutir à une nouvelle estimation plus précise du vrillage. On poursuit alors le processus itératif, jusqu’à obtenir une solution stable (deux ou trois itérations suffisent en général).


Détermination expérimentale de Ct


Dans le cas de pale de section uniforme sur toute la longueur, on peut évaluer simplement le coefficient de torsion (Ct = const.) de la section.


Pour cela, on fixe solidement le pied de pale (encastrement). On applique ensuite un couple connu (C) en bout de pale et on mesure la rotation de la corde extrême ((().


�


En utilisant la formule de base sur toute la longueur de la pale (lp), on peut écrire :


	((  = lp.Ct.C





 Ct =  (( /(C.lp)


D’où le coefficient cherché :


Flexion


Formule de base pour la flexion


Il s’agit ici de relier le degré de flexion d’un élément de pale au moment fléchissant appliqué.


�


Un segment de pale de longueur (r, soumis à un moment de flexion M, (supposé uniforme sur toute la longueur (r), pivote, entre ses deux extrémités, d’un angle (( tel que :


	((  =  (r.Cf.M


L’angle de flexion croît proportionnellement au moment appliqué et à la longueur du segment soumis à la flexion.


Cf est le coefficient de flexibilité de la section de pale au point considéré. Sa valeur est liée aux caractéristiques géométriques de la section (forme, dimensions) et aux matériaux utilisés.


Cf peut être exprimé en rad/(N.m2) ou en deg/(N.m2).


Nota : le rapport ((/(r, qui est égal à l’inverse du rayon de courbure (Rc) de la déformée de la pale, caractérise le degré de flexion. Il doit rester au-dessous d’une certaine limite afin d’éviter les déformations irréversibles.


Principe du calcul de la déformée de la pale en flexion


La pale est découpée en N segments de même longueur  ((r), notés de 1 à N. On suppose ici que la numérotation part du pied de pale.


Sous l’action des diverses forces auxquelles elle est soumise, la pale fléchit vers le haut (dans les conditions habituelles de vol). Le segment de rang i, par exemple, s’élève à la hauteur moyenne hi, mesurée en milieu de segment (point Qi). L’extrémité du segment i qui touche le segment i+1 sera noté Pi.


�


On va maintenant s’intéresser aux relations existant entre deux segments successifs.


�


La déformée du segment i, de longueur (r, centré en Qi, est assimilée à un petit arc de cercle joignant Pi-1 à Pi . Soit ((i , l’angle de flexion du segment i. Si Mi est le moment fléchissant moyen appliqué au segment, l’application de la formule de base permet d’écrire :


	((i  =  (r.Cfi .Mi 


En appelant (i-1 l’angle de la tangente à la déformée en Pi-1 (droite Ti-1) et (i l’angle de la tangente en Pi  (droite Ti), par rapport à une référence normale à l’axe rotor, on peut écrire :


	((i   =  (i -(i-1 


La hauteur hi du segment i est la hauteur de son milieu (Qi), par rapport à la même droite de référence. L’accroissement de hauteur entre les segments i-1 et i est alors :


	(hi-1  =  hi -hi-1  =  (r.sin(i-1 		car la corde (Qi-1, Qi) est parallèle à Ti-1.


La progression correspondante sur l’axe horizontal est :


	(xi-1  =  (r.cos(i-1 


On voit alors que l’on peut calculer les éléments associés au segment i-1, si on connaît (i , Mi, , hi , xi et si on sait déterminer Mi-1  (voir chapitre suivant pour ce dernier élément) :


	(i-1 =  (i -((i  =  (i -(r.Cfi.Mi 


	hi-1  =  hi - (hi-1  =  hi -(r.sin(i-1 


	xi-1  =  xi - (xi-1  =  xi -(r.cos(i-1 


Nota : dans la pratique, on pourra simplifier les deux dernières relations en utilisant l’approximation des angles faibles, à savoir :


	hi-1   =   hi -(r.(i-1 


	xi-1   =   xi -(r


Détermination des moments fléchissants


Principe de base : la découpe en segments est suffisamment fine pour valider l’approximation consistant à admettre que les forces appliquées sont uniformément distribuées sur le segment.


Moments fléchissants dus aux forces aérodynamiques :


La force aérodynamique prise en compte pour la flexion est la composante normale au plan de la pale que l’on assimile ici à la portance, vu la faible valeur des angles d’attaque.


Le moment fléchissant élémentaire exercé au point Q1, (rayon r), par une force de portance Fa, appliquée en Q2 (rayon (), est :


	Ma(r)  =  Fa.((-r)		(l’origine choisie pour ( et r est sans importance,


					  à condition qu’elle soit la même pour les deux)
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Remarque : le moment fléchissant en P, dû à un élément situé entre l’axe rotor et P est systématiquement nul car l’extrémité de la pale est libre. La formule précédente est donc assortie de la condition : ( > r.


Application au calcul par segment de pale : la pale étant supposée divisée en N segments de longueur égale (r, on se propose ici d’exprimer le moment fléchissant moyen Mi exercé sur le segment i, par les forces aérodynamiques créées sur le segment j, pour j ( i.


On admettra les deux propositions suivantes pour aborder le calcul des moment :


- le moment exercé en un point quelconque Q1 par l’ensemble des forces aérodynamiques uniformément distribuées sur un petit segment (r, est égal au moment de la résultante, supposée appliquée au milieu Q2 de ce segment.


- le moment moyen exercé sur un segment de centre Q1 par une force aérodynamique Fa, appliquée en un point Q2 , extérieur au segment, est égal au moment de Fa calculé en Q1 .


Soit (Maij le moment moyen de flexion exercé sur le segment i par la force aérodynamique globale (Faj , créée sur le segment j (pour j > i).


Le milieu Qi du segment i est situé à la distance (i-0,5).(r du pied de pale. Le milieu Qj du segment j est à (j-0,5).(r. La distance entre les deux points vaut donc : (j-i).(r


D’où	(Maij =  (faj.(j-i).(r


Le moment fléchissant global moyen exercé sur le segment i par les forces aérodynamiques existant au delà du segment i, vaut donc :


	Mai  =  (r.(j=i+1N (faj.(j-i)		équivalent aussi à :	(r.(j=iN (faj.(j-i)


Le calcul numérique direct d’une telle expression se révélant assez lourd, on recherchera plutôt une formule de récurrence. Exprimons alors Mai-1 :


	Mai-1  =  (r.(j=iN (faj.[j-(i-1)] 	soit :	Mai-1  =  (r.(j=iN (faj.[(j-i)+1]


D’où :			Mai-1  =  Mai +(r.(j=iN(faj 


On remarquera ici que la flexion du segment i-1 devrait aussi tenir compte de l’effet des forces engendrées sur le segment lui-même. On peut d’ailleurs démontrer que lorsque ces forces sont uniformément distribuées sur le segment, leur contribution à la flexion du segment vaut :


	Contribution de i-1 à ((i-1  =  (r.Cf.((fai-1.(r)/6


Cette contribution, du second ordre en (r, sera toutefois négligée dans la suite pour tous les types de force, dès que la partition de la pale en segments peut être considérée comme assez fine (par exemple N = 100).


Moments fléchissants dus à la pesanteur :


La force de pesanteur appliquée à un segment de longueur (r, en son centre de gravité, vaut :


	(fp = -(m.g


	où (m est la masse du segment de pale et g l’accélération de la pesanteur.


Les forces de pesanteur s’exercent strictement à la verticale, mais seront traitées de manière analogue aux forces aérodynamiques, dans la mesure où les angles de flexion restent faibles.


D’où			Mpi-1  =  Mpi -g.(r.(j=iN(mj 


Moments fléchissants dus aux forces centrifuges :


La force centrifuge exercée sur un segment de longueur (r, en son centre de gravité, vaut :


	(fc = (m.(2.(


	( est la vitesse angulaire du rotor et ( la distance du centre de gravité à l’axe rotor.
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Le moment exercé en Qi par les forces centrifuges appliquées au segment j, vaut alors :


	(Mcij = -(mj.(2.(j.(hij 


     (j est la distance du milieu du segment j à l’axe rotor, soit :		(j = d +(j-0,5).(r


     (hij est l’écart de hauteur entre les milieux Qi et Qj des segments i et j	(hij  =  hj -hi 


D’où	(Mcij = -(mj.(2.[d +(r.(j-0,5)].(hj -hi)


Le moment global exercé en Qi  vaut :


	Mci  =  -(2.(r.(j=i+1 (ou i)N (mj.(d/(r +j-0,5).(hj -hi )


La formule de récurrence, calculée de manière analogue à celle utilisée pour le moment aérodynamique, est ici :


			Mci-1  =  Mci  -(r.(2.(hi -hi-1).(j=iN [(mj .(d/(r +j-0,5)]


On voit ici que le calcul du moment des forces centrifuges en Qi-1 nécessite la connaissance de la déformée de la pale entre le segment i-1 et l’extrémité, c’est à dire la connaissance de hi-1... hj... jusqu’à hN. Il faudra donc mener de front le calcul de tous les éléments nécessaires sur chaque segment. Le moment en pied de pale apparaissant alors comme le dernier moment à calculer, le calcul sera initialisé en extrémité de pale.


Moment fléchissant global :


La somme des moments précédents fournit le moment fléchissant global du segment i-1 :


	Mi-1  =  Mi  +(r.(j=iN [(faj.-g.(mj ] -(2.(hi -hi-1 ).(j=iN [(mj.(d/(r +j-0,5)]


les calculs aérodynamiques, effectués au préalable, ont introduit la variable Rmj représentant la distance de l’axe rotor au milieu Qj du segment j, soit :	Rmj = d +(j-0,5).(r


Dans ce cas, l’expression de Mi-1 devient :


	Mi-1  =   Mi  + (r.(j=iN [(faj -g.(mj ] -(2.(hi -hi-1 ).(j=iN [(mj.Rmj ]


En particulier, dans le cas d’une pale droite homogène ((mj = (m constant), on obtient :


	Mi-1  =   Mi  + (r.(j=iN[(faj ] -(r.(m.g.(N-i+1) -(m.(2.(hi -hi-1 ).(j=iN[Rmj ]


Le second sigma est la somme d’une progression arithmétique qui vaut :


	(j=iN [Rmj] =  (N-i+1).(Rmi +RmN)/2


Or 	Rmi +RmN vaut : [d +(r.(i-0,5)] +[d +(r.(N-0,5)],	soit	[2d +(r.(N+i-1)]


Si la division en segment débute à l’axe rotor, le terme d doit être égalé à zéro (le pied de pale n’est alors plus en position 1 mais en i1 = d/(r +1). Toutes les autres formules restent valables.


En se plaçant dans ce dernier cas, la formule de récurrence finale ne fait appel qu’à un sigma simple, (pouvant lui-même être calculé par récurrence) :


	Mi-1  =  Mi  + (r.{(j=iN[(faj ] -(m.(N-i+1).[g +(2.(hi -hi-1 ).(N+i-1)/2]}


Exécution des calculs


Conformément aux conclusions du paragraphe précédent, les éléments de base à initialiser sont ceux situés en bout de pale : MN, (N , hN et xN :


- xN est la distance à l’axe du milieu du dernier segment (point QN) et vaut donc : d +(N-0,5).(r


- hN est la hauteur de QN qui n’est connu qu’à une constante près et sera initialisé à 0. Les hauteurs successives seront donc négatives.


- MN est le moment exercé sur le segment d’extrémité de pale :  MN ( 0


- (N est totalement inconnu en bout de pale. On attribue alors une valeur arbitraire à (N , on calcule la déformée de la pale et on obtient la valeur correspondante de ( en pied de pale ainsi que le moment fléchissant associé. Suivant le type d’attache de la pale (libre ou rigide), on compare les valeurs obtenues avec la valeur cible (par exemple moment fléchissant nul en cas d’attache libre). Si la valeur obtenue diffère de la valeur attendue, on réajuste la valeur de (N et on réitère le calcul autant de fois que nécessaire pour obtenir la valeur souhaitée.


A partir de ces valeurs initiales, on calcule les éléments du segment N-1 :


	(N-1 = (N -(r.CfN.MN 


	hN-1 = hN -(r.(N-1


	MN-1  =  MN  +(r.{(faN  -(m.[g +(2.(hN-hN-1 ).(N-1/2)]}


	xN-1 = xN -(r


Et ainsi de suite ....	par exemple au rang i-1 :


	(i-1 = (i -(r.Cfi.Mi 


	hi-1 = hi -(r.(i-1


	Mi-1  =  Mi  +(r.{(j=iN[(faj ] -(m.(N-i+1).[g +(2.(hi-hi-1 ).(N+i-1)/2]}


	xi-1 = xi -(r


On poursuit le calcul jusqu’en pied de pale, au rang i1 (différent ici de 1 puisque la partition en segments débute à l’axe rotor) et même i0. On obtient finalement les résultats suivants :


  Mi1 en Qi1, milieu de l’intervalle i1, et Mi0 en Qi0, milieu de l’intervalle i0, en deçà du pied de pale;


     d’où le moment en pied de pale (point Pi0) :


	M’i0 = (Mi1 +Mi0)/2


  (i0, angle en pied de pale.


  hi1 ,hauteur en Qi1 , et hi0 en Qi0 ; d’où la hauteur du pied de pale :


	h‘i0  =  (hi0 +hi1)/2


La différence de niveau entre le pied et le bout de pale est alors :


	H = (r.((N +(N-1)/4 -(hi0 +hi1)/2


Détermination expérimentale de Cf


Dans le cas de pale de section uniforme sur toute la longueur, on peut évaluer simplement le coefficient de flexion (Cf = const.) de la section.


Pour cela, on fixe solidement le pied de pale (encastrement). On applique ensuite une force connue (F) en bout de pale et on mesure le déplacement de l’extrémité ((h).


Le moment fléchissant, à la distance ( du pied de pale est :


	M( = F.(lp -()		où lp est la longueur de la pale


�


La flexion d’un élément de pale d( est :	d(  =  d(.Cf.F.(lp-()


L’angle d’inclinaison de la tangente à la déformée en ( est alors :


	((()  =  (o( d(   =  Cf.F.(o( (lp-().d(  =  Cf.F.(lp.(-(2/2)


En (, l’abaissement élémentaire sur l’intervalle d( est défini par :


	dh = d(.sin((()  (  ((().d(


D’où	(h  = (olp dh   =  (olp ((().d(


Soit	(h  =  Cf.F.(olp (lp.(-(2/2).d(  =  Cf.F.lp3/3


 Cf =  3.(h /(F.lp3)





Le coefficient cherché est :		Cf est ici en rad/(N.m2)
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